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Dérivée en un point

Dérivée en un point

Definition

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et xy € /.
On dit que la fonction f est dérivable en Xy si le rapport
%ﬁ)’(") admet une limite finie lorsque x tend vers xp. on note

cette limite f'(xo):

o - g, 10

f'(xo) est appellé le nombre dérivé de f en xq.

Exemple:
Montrer que la fonction f : x — /x — 1 est dérivable en 2.
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Dérivée en un point

Dérivée en un point

Remarque:
On peut aussi définir la dérivée de f en xq par

f/(XO) _ I!ITO f(XO + h/?] — f(XO).

Tangente
Le coefficient directeur de la droite passant par les points
distincts (xo, (X)) et (x, f(x)) est =1to),
A la limite on trouve que le coefficient directeur de la tangente
est f'(xp).

y = f'(X0)(x = xo) + f(Xo)

est une équation de la tangente au point (X, f(Xp))
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Dérivée en un point

Dérivée a droite, dérivée a gauche

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert / et xy € /.
@ On dit que f est dérivable a droite en xp si

lim —2— " 5y lim fxo + h) — H(Xo)
x—xT X —Xo h—0+ h

est finie. On la note f}(xo) et on I'appelle la dérivée a droite

en Xp.
@ On dit que f est dérivable a gauche en X si
i [0 —f0) . T+ h) — f(xo)
X=X X — Xo h—0— h

0

est finie. On la note f;(xo) et on I'appelle la dérivée a
gauche en xg.
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Dérivée en un point

Dérivée a droite, dérivée a gauche

Proposition

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et soit
Xo € I. les deux assertions suivantes sont équivalentes:

@ f est dérivable en xg
o f est dérivable a droite et a gauche en x, et fi(xo) = fy(xo)-

Exemple:
Pour la fonction f(x) = [x|, on a f;(0) = 1 et f}(0) = —1, donc f
n’est pas dérivable en 0.
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Dérivée en un point

Dérivée a droite, dérivée a gauche

Remarque:
Si Aimo "(’("Lg_f(x") = Fo0, alors la courbe de f possede une
—

demi tangente verticale au point (xg, f(Xp)).
Exemple: Montrer que la courbe de la fonction f : x — /x
admet une demi tangente verticale au point (0, 0).
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Dérivée en un point

Dérivée et continuité

Proposition
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert | et soit

Xo € l.
Si f est dérivable en xy alors f est continue en Xg.

Attention: La réciproque n’est pas vraie, c’est a dire: si f est
continue cela n’implique pas que f est dérivable.
Exemple: f(x) = |x| xp =0
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Dérivée sur un intervalle

Dérivée sur un intervalle

Definition

On dit qu’'une fonction f est dérivable sur un intervalle [a, b], si f
est dérivable en tout point x €]a, b|, f est dérivable & gauche de
b et f est dérivable a droite de a.
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Dérivée sur un intervalle

Dérivées usuelles

Dans Ce premier tableau x est une variable.

Fonction Dérivée
X" nx"' nez
T _ 1
X 1)(2
\/)7 2\/)?

x’ ™1 reR
eX eX
-
Inx X
COSX —sinx
sinx CcOSX
o, 1
tanx 1+tan“x = o
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Dérivée sur un intervalle

Fonction Dérivée
u” nd/u"', nez
il _u
u L/J2
u
Vu 5.7
u ru—T reR
e u'e
Inu ‘[;
cosu —u'sinu
sinu u'cosu
/ 2, _ U
tanu u'(1 +tan“u) = oo
(u+v) u+v
(u.v) u.v+uyv
(g)/ u.v—u.v’
[ 2




Dérivée sur un intervalle

Exercice

Etudier la dérivabilité de la fonction f sur l'intervalle [0,1]:

0 si x=0
f(x) = x+ 29 5 0 < x < 1
0 Si x=1
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Dérivée en un point

Dérivée sur un intervalle
Dérivées successives
Extremums - Théoréme de Rolle

Dérivées successives

Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert /.
Si f est dérivable sur /, soit f' : | — R sa fonction dérivée.

@ Si " est a son tour dérivable sur /, on note " sa dérivée
qu’on appelle la dérivée seconde de f.

@ Les dérivées successives (si elles existent) on les note: f/,
7, @), ..., ) pour tout entier n.

@ La fonction (") est appellée la dérivée n-iéme de f.

@ On dit que f est indéfiniment dérivable si f(" existe pour
tout n € N.
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Dérivées successives

Remarque:
Les domaines de définition de f, f, ..., f(") sont en général
différrents. .

f(x)=1In(x) ; g(x)=xz

Exemple: Déterminer la dérivée n-ieme de la fonction
f(x) = e~.
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Dérivées successives

Dérivées successives

@ On dit gu’une fonction f est de classe C™ sur un intervalle /
si f est m-fois dérivable sur / et si f" est continue.

@ f est dite de classe C* sur un intervalle / si f est
indéfiniment dérivable.

Proposition

Soient f et g deux fonctions admettant des dérivées jusqu’a
l'ordre n sur un intervalle ouvert | et xg € 1.

o (f+9)(x) = F7(x5) + g (x).
o (A (x) = A.FM(xo).
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Dérivées successives

Formule de Leibniz

Proposition

Soient f et g deux fonctions admettant des dérivées jusqu’a
l'ordre n sur un intervalle ouvert | et xg € 1.
Alors, (f.9)("(xo) existe et on a la formule de Leibniz:

(£.9)" (xo0) ZCK 49 (x0)g"" ) (x0)

Exemple:
Calculer la dérivée 2me de la fonction

f(x) = (x3+2x —7)e

Noureddine MOUSSAID Fonction d’une variable réelle, Partie II: Dérivabilité



Dérivées successives

Régle de I’héspital

Proposition
Soient f et g deux fonctions dérivables sur un intervalle | et soit
Xo € I. On suppose que

@ f(x) =9(x) =0

o vx eI\ {x}, g(x) #0etg'(x) #0.

.. f’(XO o . M .
Si X'L”}o T = | € R, alors xl'g}o G /
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Dérivées successives

Remarque: La régle de I'hépital est valable aussi pour

Xo = Fo0.
Exemple:
Soit f la fonction définie par
x> —8x+ 16
f(x) x2 —16

Calculer lim f(x).
X—4
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Dérivées successives

Dérivée et monotonie

Proposition

Soit f : [a, b] — R une fonction continue sur [a, b]et dérivable
surla, b|; alors
@ f est constante sur [a, b] si et seulement si
f'(x) =0, ¥x €]a, b|.
@ f est croissante (resp. décroissante) sur [a, b], si et
seulement si f'(x) > 0 Vx €]a, b (resp.
f'(x) < 0Vx €]a, b).

Remarque:
La stricte monotonie de f est obtenue en remplagant les
inégalités larges par des inégalités strictes.
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Extremums
Théoreme de Rolle
Théoreme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

Soit f une fonction continue sur un intervalle / et xg € /
@ Xp est dit un minimum local ou relatif de f si il existe
J=]xo — 9, X + d[C Itel que Vx € J, f(x) > f(Xp)
@ Xp est dit minimum global ou absolu de f si
Vx e l, f(x)>f(xp)
@ Xy est dit un maximum local ou relatif de f si il existe
J=]xg—0,X% + d[C Itelque Vx € J, f(x) < f(xp)
@ Xy est dit maximum global ou absolu de f si
Vx e l, f(x) < f(xo)
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Extremums
Théoreme de Rolle
Théoreme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

Extremums

Proposition
Toute fonction f dérivable en xq et ayant un extremum en Xy
vérifie

f/(Xo) =0

Remarque: La réciproque est fausse. c’est a dire si f'(xg) = 0,
ceci ne permet pas de conclure que xg est un extremum.
Contre-exemple: la fonction 7 : x — x2 vérifie f'(0) = 0 mais f
n’admet pas un extremum en 0.
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Extremums
Théoréme de Rolle
Théoreme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

Théoréme de Rolle

Théoreme

Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b]. Si

@ f est continue sur [a, b),
o f est dérivable sur|a, b|,
e f(a) =f(b).
Alors, il existe un c €]a, b tel que f'(c) = 0.
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Extremums
Théoréme de Rolle
Théoreme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

Théoréme de Rolle

Exercice:
Soit f : [0,2] — R une fonction deux fois dérivable, telle que
f(0) =f(1) =f(2) =0.
@ Montrer qu'il existe ¢y, ¢, € [0, 2] tels que
f'(cy) = f'(co) = 0 et qu'il existe c3 € [0, 2] tel que
f (03) =0.
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Extremums
Théoreme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

Théoreme des accroissements finis

Théoréme
Soit f une fonction définie sur un intervalle [a, b]. Si

@ f est continue sur [a, b),

o f est dérivable sur|a, b].

Alors il existe un c €]a, b| tel que f'(c) = %
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Extremums
Théoreme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

Exercice:

@ A l'aide du théoréme des accroissements finis, montrer
que

1
VX>O,L</H(1+1)<—.
X x’ T x

+1
© Montrer que

© Soit h la fonction définie par h(x) = (1 + 1)* pour x > 1.
@ Montrer que

h(x) =2+ (x —1)(1 + 1C)C(|n(1 +¢)—In(c) —

pour un certain c vérifiant 1 < ¢ < x.
@ Montrer que h(x) > 2.
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Extremums
Théoreme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

Solution:

1-On pose f(t) =IntVt >0

La dérivée de f est donnée sur |0, +oo[ par f/(t) = 1t
Soit x > 0, donc f est continue sur chaque [x, x + 1] et dérivale
sur |x, x + 1[, Le théoréme des accroissements finis montre
que, pour tout x > 0, il existe ¢ e]x,x + 1[ tel que

f'(c) = f(x + 1) — f(x), c’est-a-dire, - = In(x + 1) — In( )s
Lencadrement demandé provient du falt que e]x+1 =
Remarquons que cet encadrement peut au33| s’écrire

1 1
Vx > 0, X1 <In(x+1)—|n(x)<;.

c’est-a-dire

1 1 1
VX >0,—— <In(1+ =)< —.
X x’ T x

+1
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Extremums
Théoreme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

2- D’apres la premiére question on a :

1 1
Vn>0,n— <In(n+1)—1In(n) < -

+1
pourn=1, 5 <In(1+1)—In(1) <},
+
pourn=2, & <In(2+1)—1In(2) < 3,
+ .

1

+pourn—1, 1 <in(n)—In(n—-1) < 15,

Z”:1 ”2‘11
—<lnn< —
k:2k k:1k
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Extremums
Théoreme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

c’est-a-dire
n 11
ZE—1<|nn<ZR—E
k=1 k=1
Donc
i1
k
1 — 1
1< 14—
ninn Inn Inn
1
Et comme I|m +1= I|lim 14+ — =1,donc
+oo Nnlnn n—-o0 Inn
"9
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Extremums - Théoréme de Rolle

3-on a:
h(x) = (1 + L) = ent+2r
donc
H (x) (In(1+1
= (In(1+1)-

= (1+1)*(n(1

Noureddine MOUSSAID

Extremums
Théoreme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

= eIn(1+5) pour x > 1

Aif) In(1+1)
T4x

— i
+

X) = In(x) -

%)
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Extremums
Théoreme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

Comme h est continue sur [1, x] et dérivable sur |1, x|, alors
d’apres le théoréme des accroissements finis il existe
1 < c< x. telque

h(x) — h(1) = (x — 1)K (c), h(1) =2

Ce qui entraine que

h(x)=2+(x—-1)(1+=)°(In(1 +¢)—In(c) — ——)

1
c
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Extremums
Théoreme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

D’aprées la premiere question on a:

1 1
Vx>0, —— <In(x+1)—In(x) < X

X+ 1

donc .

In(1 — 1 ———>0

n(1+c) —In(c) T+ >
Par conséquent

h(x)—2>0
c’est-a-dire
h(x) > 2
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Extremums
Théoreme de Rolle

A Théoréeme des accroissements finis
Extremums - Théoréme de Rolle

Inégalité des accroissements finis

Proposition

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle ouvert I.
On suppose qu'il existe un réel M tel que |f'(x)| < M, pour tout
x € I. Alors

vx?.ye /7 ’f(X)_ f(y)’ < M|X_y|

Exemple:
Montrer que
sinx — siny| < |x — y|
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Extremums
Théoreme de Rolle
Théoréme des accroissements finis

Extremums - Théoréme de Rolle

on pose f(x) = sin x est dérivable sur R, f’(x) = cos x comme
| cos x| < 1 donc d’aprés I'inégalité des accroissements finis
(M=1)

|sinx — siny| < |x — y|
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