ANALISIS MATEMATICO

Ecuaciones diferenciales
ma non tropo

,Qué es una ecuacion diferencial?
Si un fendmeno estd representado por una funcion f, la derivada de f representa
la variacion de tal fenomeno. Asi por ejemplo, si y = f(¢) representa la posicion

de un movil en funcién del tiempo ¢, la funcion derivada f'(¢) representa la

velocidad del mévil en cada instante ¢.

Cuando se estudia un fenémeno, es habitual analizar la variacion del mismo y
establecer leyes o regularidades observables en tales variaciones. Estas leyes o
regularidades devienen en ecuaciones donde naturalmente, aparece la funcion f
que describe el fenomeno y su derivada que describe la variacion del fenomeno.
A estas ecuaciones donde la incognita es la funcion f'y en la que aparece ella y
sus derivadas, se las llama ecuaciones diferenciales

Fendmenos generales tales como el calor, el sonido, la luz y la electricidad, son
descriptos por ecuaciones diferenciales. Obtener la solucion de tales ecuaciones
o por lo menos, propiedades cualitativas de la solucion, es objeto de estudio en
todas las disciplinas cientificas.

El desarrollo de técnicas y métodos para resolver ecuaciones diferenciales es un
capitulo importante de la matematica y aparecera a lo largo de su carrera con
frecuencia. En todos ellos el Teorema Fundamental del Calculo juega un papel
esencial.

En este curso s6lo damos algunos ejemplos que se pueden resolver sin necesidad
de desarrollar técnicas especiales de calculo.

La integral como herramienta de calculo

La idea bésica que usamos para resolver ecuaciones diferenciales se apoya en el
siguiente hecho elemental:

Si dos funciones son iguales, g(x)=A(x) en [a,b] entonces

j g()dt = j h(t)dt ,a<x<b (A)

También es cierto, evidente y 1til, que primitivas de g y de / difieren a lo sumo
en una constante. Es decir, si G(x) y H(x) son primitivas de de g y de %

respectivamente, vale
G(x)=H(x)+C (B)

Usaremos (A) o (B) indistintamente, segiin convenga.



» Ejemplo
Hallar una funcion f que satisfaga la ecuacion diferencial

20 f @) -V2x-1=0
con la condicion inicial f(1)=2
Solucion
Por las limitaciones del dominio de la raiz cuadrada, a priori, podemos

decir que la igualdad
S0 f () =221

1 . oy
vale para x> 3 En este rango de valores, el conjunto de primitivas de

cada miembro de la igualdad, coinciden. Es decir
j F2(x) f(x)dx = j V2x—ldx

Calculamos cada integral por separado,
Por un lado:

3
J.\/2xldx—%jx/;dtf%té +C =% (2x-1) +q
t=2x-1
dt =2dx
dledt
2

Por otro lado

jfz(x)f'(x)dx = juzdu :%Lﬁ +C, :§f3(x)+C2

u=f(x)
du = f'(x)dx

Igualamos ambas primitivas y unificamos en una sola constante

1 1
gf3(x)=E (2x-1)’ + G

P =2 1) 430, = J(2x 1) + €

Es un buen momento para calcular el valor de la constante C usando la
condicion inicial:

o bien

P=rn=1+C
de donde C=7.
Despejamos f para obtener su formula

f(x):%/ (2x—1)3+7 ,_f:[;,+oo)—>R



» Laley de enfriamiento de Newton
Todos sabemos por experiencia, que si calentamos el agua para el
mate a unos 90° aproximadamente y la dejamos reposar, ésta se va

enfriando
temperatura ambiente.

Newton,

observé que este hecho era general y
que la velocidad o variacion de la
temperatura es proporcional al

hasta llegar a la N

que no tomaba mate, 0

tiempo transcurrido 'y también , |Temperatura ambiente
proporcional a la diferencia de >
temperatura entre el objeto que se tiempo

esta enfriando (el agua en este caso) y
la temperatura ambiente.
Si f(t) es la temperatura del objeto en el instante ¢ y a es la

temperatura ambiente, la observacion de Newton se traduce en la

ecuacion
f@+h)—f(@t)=—Kh(f(t)—a) El signo menos es
La constante de proporcionalidad K >0 porque el miembro

tiene que ver con la capacidad de izquierdo es negativo
conducir el calor (conductividad) del

objeto.

Si dividimos por 4 y tomamos limite cuando 2 — 0 obtenemos la
ecuacion de enfriamiento de Newton

S0 =-K(f(t)-a)

Hemos supuesto que la temperatura ambiente es constante para que la
ecuacion resultante esté a nuestro alcance de poder ser resuelta. Pero
a puede ser una funcion del tiempo.

Resolucion de la ecuacion
Problema: Supongamos que un cuerpo que estaba a 37°
se esta enfriando en una habitacion que se encuentra a 22°.
A las 4 AM el cuerpo tiene una temperatura de 32° y a las
5 AM la temperatura es de 30°. Determinar a qué hora
estaba a 37°.
Solucion
Llamaremos f(#) a la temperatura del cuerpo en el
instante ¢ y tomaremos como tiempo cero a las 4 AM. Si el
tiempo se mide en horas los datos del problema se
traducen en:

f(0)=32, f(1)=30,a=22

El problema pregunta para qué instante ¢, resulta

() =37

Notar que el dato f(0)=32 juega el papel de condiciéon
inicial. Como desconocemos el valor de la constante K de
la ecuacién de Newton, el dato en 7=1 servird para
calcular su valor.

Para resolver la ecuacion la escribimos agrupando todo lo
que involucra a f'en un mismo miembro:



S0
f()-a

Usaremos la estrategia que llamamos (A) para integrar
esta igualdad.

El 0 no es un
capricho, es el de la
condicion inicial.
El segundo miembro es una constante facil de integrar:

I(—K)dz = —Kx

Para calcular la integral del primer miembro usamos el
método de sustitucion

x ’ f(x)-22 _
[ SO ] du _ ] = ln(f(X) 22)
0 f(t) - 22 T 10 u 10
Cuando cambiamos
variables y limites de
u=f(t)-22 integracion, no hay
du= f'(t)dt que volver a la
t=0=u=f(0)-22=10 variable anterior
t=x=u=f(x)—22
Entonces
In (%j — _Kx *)

Es un buen momento para determinar el valor de K usando
el dato f(1) =30. Cuando hacemos x =1en (*) tenemos
o[ £0-2).
10

es decir
K =-1n(0,8)=0,223

Con este valor de K podemos resolver el problema: para
qué valor de x resulta f(x)=37. Reemplazando en (*)
nos queda
ve—( 32221 In(1,5) = —1,818
K 10 0,223

Es razonable que el valor de x sea negativo porque
adoptamos como hora cero las 4 AM y el cuerpo a esa




hora ya se estaba por debajo de 37°. Pasado a horas y
minutos el valor de x es equivalente en forma aproximada
a 1 hora 49 minutos. Es decir que a las

2 horas 11 minutos AM el cuerpo estaba a 37°
Podemos despejar f* de la ecuacion (*) y obtener f(x)

F(x)=22+10e K
Vemos que la temperatura va decreciendo asintoticamente
al valor de la temperatura ambiente.

» Desintegracion radiactiva
Los atomos de ciertos elementos “radiactivos” son
inestables. Es decir: en un intervalo de tiempo dado
una fraccion de los 4atomos se desintegra
espontaneamente para formar un nuevo elemento. La
cantidad de atomos que se desintegra es directamente
proporcional al nimero de atomos presentes en la misma. De modo
que si llamamos N(¢) a la cantidad de 4&tomos existentes en el tiempo

t, entonces —N'(¢), es el nimero de atomos que se desintegran por
unidad de tiempo y es proporcional a N(¢) . Es decir

N'(t)=-AN(t) , N(0)=N,
La constante A >0, se conoce como constante de decaimiento o
decrecimiento de la sustancia. Cuando mayor sea A, la sustancia
decaera mas rapidamente. El valor en ¢ =0 es la condicion inicial de
la ecuacion, en este caso la cantidad de atomos existentes en 1 =0.

e La semivida de una sustancia radiactiva
Problema: La semivida de una sustancia radiactiva se
define como el tiempo necesario para que se desintegre la
mitad de los atomos iniciales.
Sabiendo que la semivida del carbono 14 es de 5730 afios
(con un error de mas o menos 40 afios), calcule su
constante de decaimiento.
Solucién
Resolvemos la ecuacion diferencial, agrupando en un
mismo miembro todos los factores que involucren a la
incognita V. Asi
N(@) _
N(?)
Calculamos una primitiva de cada miembro, sin olvidar
que difieren en una constante.

N NV = —
N dt=InN(t) j (—\)dt = -\t

Entonces
InN({)=—-At+C
De donde k=o€

N =e es
N()=ke™ otra constante



Haciendo #=0 y usando la condicion inicial obtenemos
la solucion de la ecuacion

N (1) = Noe™ (*)
El problema nos pide hallar el valor de A sabiendo que

No

para ¢=5730 afios N(5730)= . Notar que las

unidades de A son el inverso del tiempo.
El valor de A se despeja de la ecuacion (*):

ngz 0’6931 =1,2096-10~%

La semivida

N, 1
La constante de decaimiento del N(@) = 70 = IHE =—\t
carbono 14 es
1 Entonces
A =1,2096-10"% —— In2
anos I=——



