Chapitre 1V : Systémes échantillonnés (discrets)

1VV.1 Définitions

Un systéme a temps discret est un systeme ou I’entrée et la sortie sont des signaux discrets. Les
systemes etudiés ici sont des systemes linéaires. Il est donc bien important de comprendre les

caractéristiques des systemes linéaires.

Les systemes linéaires discrets possedent les mémes caractéristiques que les systemes linéaires

continus.

V.2 Représentation par les équations aux différences (équation de récurrence)

Considérons un systeme a temps discret, lineaire, causal est invariant. Ce systeme fournit en

sortie un signal a temps discret s(k) en réponse a un signal d’entrée a temps discret e(k).

e(k) s(k)
Systeme

- > s
numérique

— >

Un systeme numérique est défini par une équation de récurrence entre I’entrée e(k) et la sortie

s(k)
Sk4n T An_1Sk4n—1 t -+ + A1Skq1 + AoSk = boey + byexyq + - + bpeyim (m<n)

Cette equation permet de calculer le terme (k+n) si on connait les autres termes.

I1VV.3 Opérateurs d’avance/retard

Retard : les retards se manifestent dans I’équation de récurrence par I’apparition des termes en

(k —vy) ; ouy est le retard en nombre de pas d’échantillonnage.
La transformée en z de ce retard est z77

Avance : les avances se définit par le terme (k + y)

La transformée en z d’avance est z*Y

Exemple

stk+3)+3s(k+2)+2s(k+1)+sk)=e(k+1)+ek)+e(k—1)+e(k—2)



IVV.4 Fonction de transfert discréte (Transmittance en Z)

Tout comme la transformée de Laplace permet de trouver la fonction de transfert d’un systeme,

la transformée en z permet de trouver la fonction de transfert d’un systeme discret.
Pour un systeme discret, la fonction de transfert a la forme :

Y(s)  bo+biz7 ' +byz7? .+ bz

H(z) = =

() X(s) 1+4+aiz7'+az?2+--+a,z7"
On peut aussi utiliser une autre forme pour représenter la fonction de transfert. Soitz; ; i =1, 2,
K I , M les racines du numérateur, etpx; k=1,2,3............. n les racines du dénominateur.

On peut exprimer la fonction de transfert selon :

(z—2)(z—23) ... (Z2 — zpy)
(z—p)(@Z—p2) .- (2—Di)

H(z) =K

Si on suppose que les facteurs communs aient été annulés, les racines du numerateur sont

appelées les zéros et les racines du dénominateur sont appelés les péles.

Le schéma fonctionnel du systeme du systeme numérique est :

e(k) s(k)
G(2)
- —

L’ordre du systéme est le degré au dénominateur de la fonction de transfert.

Diagramme des pdles et zéros

On peut tracer les poles et les zéros sur un graphique, les pdles étant représentés par des ”x” et

les zéros représentés par des cercles.

Réponse d’un systeme

On peut connaitre la réponse d’un systeme a une entrée donnée en formant la transformee en
Zinversede G(z) X E(2)

Exemple 1 : trouver la fonction de transfert de systeme défini par cette équation de récurrence

suivante :
stk+3)+3s(k+2)+2stk+1)+s(k)=ek+1)+e(k)+ek—1)+e(k—2)

On applique la transformée en Z



z35(z) + 32%s(2) + 2zs(2) + s(z) = zE(z) + E(2) + z7YE(2) + z72E(2)

S(z) z+1+z'+z7?
E(z) z3+3z2+2z+1

G(z) =

Exemple 2

Soit un systeme définit par une équation de récurrence :
y(k+1) =05y(k) +e(k)
L’entrée est un échelon unitaire avec y(0) =0
Trouver la sortie y(k).
Solution
La transformée en Z du systeme :

zY(z) —05Y(z) = E(2)

V@)= z —10.5 E@)
Si I’entrée est un échelon unitaire alors E(z) = %
Y(z) = 1 z
(z—05) z—-1
En décomposant en éléments simples :
Y(z) 1 2 2

z (Z—l)(Z—0.5)=Z—1_Z—O.5

2z 2z

Y(Z):Z—I_Z—O.S

y(k) =2 —2(0.5)*
Le gain statique
K est défini par :

lim s

_ k—ooo

lim ey,

k—co

Théoreme des valeurs finales donne :



lim(z-1)s(2)
 lim(z-DE@)

= lim G(2)

z-1

bo + b1Z + A + ann

K =lim

-1z + a2V 4+ 4

_ b0+b1+bn

N 1 +an_1 + "‘aO

K

m
j=obj

- 1+ Zzlz_ol a;

IV.5 Repreésentation dans I’espace d’état

Dans une représentation en temps discret, la possibilité d’exprimer I’état du systéeme a un

instant donné en fonction du signal d’entrée et en fonction de son passé.

La représentation d’état d’un systeme discret mono-entrée et mono-sortie prend la forme :

{x(k +1) = [A] x(k) + (B)e(k)
y(k) = [Clx(k)

[A] est une matrice carrée.

(B) est un vecteur colonne.

(C) est un vecteur ligne.

Exemple :

Considérons un systéeme régi par les équations :

x(k +1) = [‘61 “ZL] x(k) + (_11) e (k)
y(k)= (0 4)x(k)

IV.6 Fonction de transfert numérique d’un processus analogique muni d’un Bloqueur
d’Ordre Zéro :

Un processus numérique G(z) issu de la numérisation d’un processus continu G(p) s’obtient par

synthese par invariance indicielle :

Blogqueur Processus

. dordre () continu

u (t) B, (p) ult) Hip)
e s .

Avec :

Processus
.'THH!&; ¥ '.I‘Ef ne

u (1)

= Ul A’ﬁ

G(z) |

_1-" (1)
= y(kT)



G2) =22 T2 (%)

IV.7 Structures générales de I'asservissement
IVV.7.1 Systemes et asservissements échantillonnés (fonctions de transfert).
Dés que I’on a au moins un échantillonneur dans un systeme, on utilise la transformée en z

comme relation d’entrée-sortie fréquentielle.

4 e’ (1) s (1)
| ) [P e o | P
e(nT) i, s(nT)

o e e

E(z) —3 S(z)= H(z)E(=)

Ou:

et) ... .__eW H(p) s(t) s (1)

e(nT) s(nT)

S(p)=H(p)E'(p) —— S (p)=[H(p)E"(p)|' =H (P)E"(p) - S(z)=H(z)E(z)

Entrée numérique (échantillonnée)-sortie analogique.

1 GO AL H(p) |—2
e(nT) ' ;

L]

s(t)=TL'[S(p)]=TL [H(p)E (p)] dow 5" (1) =L S (p)=S(2) =[H(p)E ()] = H (p)E (p) = H(2)E(
S(p)= H(p)l:."(p) — 5'(p)=H‘(p)f;"(p) & S(z)=H(2)E(z) avec: H(z)=Z[H(p)]

)

Entrée analogique -sortie numérique.

elr) H[p} st / 5 (t) =
snl)

S(p)= HE[S‘}E(F}I—”/—) S.lfp)= HE (p) inot¢auss H[p;f,'(p}.] « S(z) =E{:) avec: m(:):Z[m(p”



Schémas blocs en cascade

e{f} ______;,‘_____ -4 (:) Hl{p} !{2{‘0‘} _'_S[r}
e(nT) : un

5(1) —=> S(z)=E(2)H ,H,(2) avec: H H,(z)=Z[H (p)H,(p)]

elt) 4 e (1) H (p) / H,(p) ———

[ L ——

s(t) —=> S(z)=E(z)H (z)H,(z) avec: H (z)H,(z)=Z[H (p)l-Z[H,(p)]

e[r]— H(p) ¥ ; H,(p) —:—Sf”
Rl LA ) I
EH (z) s(nT)

s'(r) —E— S(z)=EH, (2)H,(2) avec: EH, (z)=Z[E(p)H, (p)]

Asservissements échantillonnés

s e () il s st )

e(t) ! *? gty ~ ¢ (1) H(p) ' s(t)
S(p)=H(p)®'(p) » S(p)=H (PP (p) & S(E)=H()D(z) avec: H(z)=Z[H(p)]

car ; [(D'(p)]- =d'(p): (rééchantillonnage synchrone dun signal échantillonné : ¢ (1) = ¢ '-(i‘))

D(p)=E(p)-S(p) - D p)= E'(p) -S(p) (I*échantillonnage est un opeérateur linéaire)
i gk gy 3 e e g . -_E(:)
D(p)=E(p)-H (p)P (p) —= DP(2)=E()-H(=)P(z) — (D(_)_I+H(:)




S(z)=H(z)P(z)= H(=z }

e(r)

D(p)=E(p)-K(p)S(p) -

E(z) rpp [SEL o _HE)
+H(z) CE(z) 1+ H(2)
‘\é’f @(r) ¢ (1) H(p) s(1)
K(p)

' (p)=E(p)-K(p)S(p)

or  S(p)=H(p)® (p)

. . o . 3 . r— . . E’
5 (P =E(p-KPHP® (p) =L (p)-KH (p)®'(p) -» & (p)=—nol)

S(p)=H(p)@'(p) » S'(p)=

FIBF:;

gl1) ~ ¢°(t)

e
eln I sir)
N

D(p)=E(p)-K(p)S (p)>»D (p)=E (p)-

FIBF:

elt) _// e (1) o

H(z)

S(z
(z

-
E(z)

1+ K(2)H(2)

9 (1) | |

! H(m
T &=

D (p)=E'(p)-K(z)S'(p) - D)=

H(p)®'(p)=H (p)

_EWP . s

1+KH (p)

z)= H(z)

avec: KH(z)= ZIK(p)H{(p)]

avec: H(z)=Z[H(p)] et

22
sit) e{rl_/“} 50

) e O @) @(1) Hp) s(r) AR

K'(p)S'(p) or S(p)=H(p)® (p)>S (p)=H (p)® (p)
S S =H'PEW-K(pS(p)] >  Sz)=HE [EE)-KE)SE)]

1+KH (p)
5 _
1+KH(z)

K(z)=Z[K(p)]

$ - 5“}1/ s
I Hip)

E(z)-K(=)5(z)

I3t |

| K(p)

S (p)=H (p)@'(p) - S(z2)=H(z)®(z)= H(2)[E(z)- K(z)S(2)]

FTBF;

S(z) _

Hiz)

E(z)

1+ K(2)H(=2)

avec: H(z)=Z[H(p)]

et

K(z)=Z[K(p)]



